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Problem 2. Vi = -2 +2(-1)") .
roblem 2. Visa att kzzzo <3k> 3( +2(-1)")

n
Idén ar samma som vi bevisar Z (Z) = 2" da vi applicerar binomialsatsen pa (z+y)"™
k=0
med =y =1 dvs en rot till :cz_: 1. Betrakta nu 23 — 1 = 0. Det finns tre rétter till
ekvationen 1,&,&. Da har vi {+& = —1, £§ = 1 enligt Vietes formel. Men E4+e+1=0
och 2 +&+1=0. Sa vi har €2 = £ och €2 = €. Applicera binomialsatsen for x + y)3"
med x =1,y=1,och x =1,y =&, respektive x = 1,y = & far vi

=3 () e =30 (e g = (W)

k=0 k=0 k=0

Ledvisaddition, tillsammans med relationerna om &, ovan, ger

3n
P "4 (6 =3 ()1 et 8

k=0
Berikna 1 + & 4 €F: Notera att €3 =1 och €2 =1. Sa

14 13m 4 13m = 3, k=3m
14+ =1+ 8mE+PBme=1+¢+£=0, k=3m+1
1+ M@ 4 B2 =1+ €+ @ =1+E+£=0, k=3m+2

Summan blir nu
3n 3n 3n 3n
k| 7ky _
3 <k><1+£ + &) —23<3k>,
k=0 k=0
vilket ger

3n
3 _
ZS(SZ) — 2" (146> + (1+ €)™
k=0
Vidare ger 1+ =—§ och & =1 (1+¢)* = —1. Sa (1 +¢)°% = 1. Pa samma sétt har
vi (14€)? = —1, (1 + €)% = 1. Slutligen

i @Z) _ %(23" +2(—1)m).

k=0

Problem 4. Alla problem har samma talfoljd. Vi hérleder en rekursivform och en
slutenform. Lar talféljden vara Cy,Cy,Co, ... .

(i) Rekursivform: Lat oss anta att vi redan har rdknat ut for 0,1, ...,n—1 par och vi vill
rakna ut hur manga méjligheter det finns fér n par. Lat C; vara antalet konfigurationer
av ¢ matchade par av parenteser, sa Co =1, C; =1, Cy = 2, C3 = 5, och Cy = 14, som
vi redan har rdknat direkt, se bilden ovan.
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Vi vet att i varje balanserad méngd maste det forsta tecknet vara ”(” och nagonstans
i méngden finns det en matchning ”)” for den. Mellan detta par av parenteser ar det
en balanserad mangd av parenteser och till hoger om den en annan balanserad méngd:

(4)B,

dér A ar en balanserad méangd av parenteser och sa dr B. Bade A och B kan innehélla
upp till n — 1 par parenteser, men om A har k par sa har B n — k — 1 par. Observera
att vi tillater att A eller B innehaller noll par parenteser, och att det finns exakt ett
satt att gora det: skriv inte ned nagon parentes.

Sa vi kan rékna alla konfigurationer dar A har 0 par och B har n—1 par, dér A har 1 par
och B har n — 2 par, osv. Summera upp dem sa fas det totala antalet konfigurationer
med n balanserade par:

Ch = CyCy

Cy = C1Cy + CpCy

C3 = CCy + C1C1 + CpCy

Cy = C3Cy + C2C1 + C1Cy + CpC3

Cp=Cp1Cy+ Cr—2C1 + -+ + C1Cp—2 + CoCr—1

(ii) Slutenform: Vi gor det genom att rékna ut hur manga vigar det finns som undviker
diagonalen pa en n X n-rutig plan. Vi kommer att gora det genom att rikna det totala
antalet vagar genom en n X n grid och sedan subtrahera det totala antalet férbjudna
véagar. Foljande bilder visar ett par typiska vagar som vi inte vill rdkna in eftersom de
korssar diagonalen.

Sadan vag kan ga over diagonalen manga ganger men det finns alltid en forsta gang. 1
bilderna ar punkten P den forsta grid-punkten som kommer pa fel sida av diagonalen.
Det finns alltid en sadan punkt P for varje forbjudet vég.

Vi tittar ndrmare pa sadan viag som borjar i P: Varje gang den ursprungliga vigen gar
at hoger gar den ner i stéillet och varje gang den ursprungliga vigen ned gar den at
hoger. Det ar klart att den har gatt ett steg mer nedat &n den korssar vid tiden vigen
nar punkten P. Sa den har flyttat k steg at hoger och n — k — 1 steg nedat. Sa det ar
(k) + (n—k —1) =n — 1 steg mot hoger och (k+ 1)+ (n — k) = n + 1 steg nedat. Sa
varje forbuden vig kan modifieras pa detta sétt och varje viag som ursprungligen borjar

med denna punkt och som gar den n — 1 at hoger och n + 1 nedat mostavarar exakt en
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forbjuden vag. Sa antalet forbjudna vigar ar lika med det totala antalet vigar pa en
(n—1) x (n+ 1)-ruta.
I en k X m-ruta finns det vagar eftersom det finns m steg nedat som behover

tas genom k + 1 mojliga vagar ga nedat, vilket innebéar att vi behéver rakna pa antalet
mojligheter at lagga m objekt i k 4+ 1 boxar, som ar lika med (m+k).

m

(")

Sa det totala antalet vigar genom en n X n grid ar (2:) och det totala antalet forbjudna
vagar ar (n2+"1). Sa det sokta talet ar

= ()20 = () - ) = ()




