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1 Problem 1

Det finns tre universitet i en stad. Varje universitet har n studenter. Varje
student pa varje universitet kidnner totalt n + 1 studenter fran dem andra tva
universiteten. Visa att man kan vélja tre studenter, en fran vardera universitet,
sa att de alla kdnner varandra.

Ledning: Antag motsatsen och betrakta den student vars vénner dr som mest
samlade i ett och samma universitet.

1.1 Losningsforslag

Borja med att anta motsatsen, det vill séiga att vi inte kan vélja tre studenter,
en fran vardera universitet, sa att de alla kidnner varandra. Lat oss kalla de
tre universiteten A, B, och C. Betrakta nu den student v vars vinner r som
mest samlade i ett och samma universitet. Antag utan inskrikning att v gar pa
universitet A, samt att det universitet som dess vinner dr som mest samlade i
dr B. Lat, {6r varje student ¢, mingden N (i) vara mingden av alla studenter
som 4 kdnner. Lat
k:=|N(v)n Bj,

det vill sdga k betecknar antal studenter som v kénner i universitet B.

Notera att & < n, eftersom varje universitet har n studenter. Darfor géller
dven att [IN(w)NC| =n+1—k >n+1—n = 1. Betrakta nu en student
w € N(v) N C. Eftersom v och w kinner varandra kan det inte finnas nagon
student i B som bade v och w kinner, i enlighet med vart antagande. Dérfor
giller N(v) N N(w)N B = {). Detta implicerar att |[N(w) N B| < n — k, eftersom
n studenter tillhor B och w alltsa inte kan kdnna nagon av de k studenterna
som v kdnner. Men fran uppgiften vet vi att w totalt kéinner n + 1 studenter.
Detta gor att [IN(w)NA|>n+1—-(n—k)=k+1

Detta innebédr att w kdnner minst & + 1 studenter i universitet A. Men vi
definierade v som den student vars vénner var mest samlade i ett och samma
universitet, allsta kan inte w kinna fler studenter samlade i ett och samma uni-
versitet &n v. Vi har alltsa natt en motségelse, vilket innebér att vart antagande
var felaktigt. Slutsatsen av detta &r alltsa att man kan vélja tre studenter, en
fran vardera universitet, sa att de alla kinner varandra.



2 Problem 2

Hitta alla par av primtal (p, ¢) sadana att p — g och pg — ¢ bada dr kvadrattal,
det vill siaga 1,4,9,....

Ledning: Kom ihag att om ett primtal delar en produkt sa maste primtalet dela
en av faktorerna i produkten.

2.1 Lo6sningsforslag

Vi bérjar med att stélla upp ekvationssystemet
p—q =da*(1)
pg—q =0 (2),

ddr a och b dr positiva heltal. Vi subtraherar nu ledvis (1) fran (2) och far da

ekvationen
2

pg—q—(p—q) =b>—a
< plg—1)=(b—a)(b+a).

Eftersom p &r ett primtal vet vi att p maste dela en av faktorerna i hogerledet.
Alltsa maste antingen p|(b — a) eller p|(b + a). Eftersom a > 0 vet vi fran (1)
att p > ¢. Om vi anvénder detta i (2) ser vi att

b’ =q(p—1) <p’,
vilket i detta fall implicerar att p > b. Notera dock att detta medfor att det inte
dr mojligt att p|(b — a), eftersom p > b — a. Dérfor aterstar bara alternativet
p|(b+ a).

Med hjilp av (1) far vi nu
_ 2
p>p—qg=a”2a,

vilket, tillsammans med p > b ovan, ger oss att a +b < p+b < p+p = 2p.
Eftersom vi just sett att a + b < 2p, maste vi darmed ha p = a + b. Om vi gar
tillbaka till ekvationen p(q — 1) = (b — a)(b+ a) far vi da att

plg—1)=(b—-a)(b+a)

Sq—1=b—a.

Nu subtraherar vi ovan ekvation ledvis fran ekvationen p = a + b sa att vi far
p—q+1=2a,
vilket med hjilp av ekvation (1) ger

a®>+1=2a



sa?—2a+1=0
S (a—-1)2%=0
< a=1.

Vi vet fran (1) att p — ¢ = a® = 1. Men de enda primtal p och ¢ som uppfyller
detta &r p = 3 och ¢ = 2. Notera att dessa virden #ven fungerar i ekvation (2),
eftersom 3 -2 — 2 = 4 = 22, vilket ir ett kvadrattal. Sammanfattningsvis har
vi alltsa att (p,q) = (3,2) &r det enda paret av primtal som uppfyller att bade
p — q och pqg — q &ar kvadrattal.

3 Problem 3

Visa att

7

>3 (1)) -

3.1 Losningsforslag 1

Vi borjar med att notera att ('ZL) ej beror av j. Det gor att vi kan bryta ut
faktorn (TZL) fran den inre summan. Vi far da
i,
()
—

"0 (i - n
23 (06)-5(0);
i=0 j=0 =0 J
Nu betraktar vi enbart summan Zz':o (]‘) Vi vet att
i,
> ()=~
i=o M
eftersom det summan representerar dr det totala antalet delméingder till en

méngd med ¢ element. Se Sats 5.1 och Exempel 5.1 i Matematiska utmaningar
(Paul Vaderlind, s. 137 och 143). Sétter vi in detta i hela summan ovan far vi

S((%0)-50)

Nu kan vi anvinda oss av Binomialsatsen och far da att

n

3 <’Z)2 =(@2+1)"=3",

=0

vilket var precis det vi ville visa.



3.2 Lo6sningsforslag 2

Uppgiften kan dven losas med ett kombinatoriskt resonemang. Vi observerar att
(7;) berdknar hur manga olika sitt vi kan vilja i objekt av n. Pa samma sétt

beréknar (1) hur manga olika sétt vi kan vélja j objekt av i. Produkten (:‘) (;)
kan dérfor, i enlighet med multiplikationsprincipen, tolkas som antal sétt vi kan
villja i objekt av n och sedan véilja j objekt bland de i valda. Notera alltsa att
det sker tva urval: ett forsta av storlek 7 och ett andra av storlek j. Detta gor
att varje av vara n element har tre olika alternativ: att bli utvald tva ganger,

att bli utvald enbart en gang, samt att inte bli utvald alls.

Det som sker i summan
n i .
i=0 j=0 \*/ \J

ar att vi for varje val av ¢ objekt av n summerar antalet sédtt vi kan vélja j av
dessa, dir vi later j ga fran 0 till ¢, vilket innebér att vi kan viélja allt ifran
inga till alla av vara i element i det andra urvalet. Vi ser ocksa att ¢ antar
alla viarden fran 0 till n, vilket innebér att vi kan vélja allt ifran inga till alla
av vara n element dven i det férsta urvalet. Det hér innebér att varje av vara
n element har tre alternativ fér hur de blir utvalda, oberoende av varandra.
Multiplikationsprincipen ger oss da att detta kan ske pa 3™ olika sétt.



