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Uppgift 1

L&t n vara ett udda tal sidana att 3 inte delar n. Visa att n2 — 1 dr delbart med 6.

Losning. Vi vet att om n dr udda, sa maste n? ocksa vara det, dirfor dr n?2 — 1 delbart med tva.
Vidare har vi av omvénda konjugatregeln

n”?—1=m+1)(n-1).

Eftersom n inte ar delbart med 3, s maste n — 1 eller n + 1 vara det, och vi dr darfor klara.

Uppgift 2
Beskriv alla heltalslosningar till ekvationen
X y? 422 =21 1)

Losning. Vi borjar med att notera att om summan av tre tal ska vara jamn, sd maste en 16sning till
ekvationen (1) antingen bestd av tre jimna tal, eller ett jamt och ett udda. Vi fallindelar: om x &r
jamt medans y och z dr udda kan vi skriva om ekvationen till

4K3 + 4k + dky + 4K2 + 4k, +2 =211

Har ser vi direkt att efter delning med 2 sa slutar vi upp med ett udda tal, dvs, inga 16sningar
existerar.
Andra fallet dr nér x, y och z &r alla jamna. Da har vi att ekvationen gér att skriva om till

ks + kg + kg =2,

Nu é&r vi i samma situation som innan, dvs ky, ky och k; maste alla tre vara jamna, och vi kan
upprepa detta 5 ganger till for att sluta upp med den ekvivalenta ekvationen

x/2 er/z + Z/Z —9.

Denna ekvation har heltalslgsningar pé& formen (x',y’,z") = (£1,£1,0) (upp till permutation av
variabler). Efter att ha multiplicerat tillbaka 2!° i ovanstdende ekvation far vi heltalslosningarna
till (1) att vara (x,y,z) = (£32,432,0) (igen, upp till permutation av variabler) och dessa &r alla
16sningar. ®



Uppgift 3

Del 1
Visa att foljande pdstaenden om en graf G dr ekvivalenta:
(a) G é&r ett trad.
(b) G har egenskapen att om vi lagger till en ny kant mellan tva horn sa skapar vi en krets.

(c) G dr sammanhédngande och har egenskapen att om vi tar bort en kant sd kvarstér en icke-
sammanhéingande graf.

Losning. Vi visar ekvivalensen av pastdendena genom att visa implikationerna
(@) = (b) = () = (a).

[(a) = (b)]: Eftersom G ér ett trdd, vet vi redan att G 4r sammanhéngande, s& om vi lagger
till en kant mellan tva horn x och y, kommer det nu att finnas tva stigar fran x till y, dvs en krets
existerar.

[(b) = (c)]: Egenskapen (b) medfor redan att det alltid finns en stig mellan tvd horn, och en
kant dr en stig, sd tar vi bort en kant (x,y) s& har vi tagit bort den enda stigen mellan x och y, dvs
grafen som kvarstar dr nu icke-sammanhé&ngande.

[(c) = (a)]: Egenskapen (c) séger att det inte finns nigra andra stigar mellan tva hérm i G,
detta dr precis vad det innebar att inte ha ndgra kretsar. Alltsé uppfyller G villkoren for att vara ett
trad. ©

Del 2

Undersok om det géller att om G ér ett trdd med n > 3 16v, sd dr komplementet G icke-sammanhéngande,
samt innehaller en krets av storlek .

Losning. Eftersom ett 16v bara har grad 1 s& kan det inte finnas ndgra kanter mellan 16v, da detta
skulle motsédga att G dr sammanhédngande. Lat {¢1,(5,...,¢,} vara l6ven av G. Da foljer det ur
definitionen av G att de alla far en kant sinsemellan i G. Dessa utgor en krets, sa ett av pdstdendena
dr sanna. Ddremot giller det inte att G behdver vara icke-sammanhéngande. Ta foljande trad:

Da blir komplementet






