Losningsforslag for Seminarietraff 7 MM1008
Datum for traff: 11-08-2026

Problem 1 (Summor av Potenser och Ekvationer).
Lat 1, xq,x3, ..., 2, vara en f6ljd av (tillrickligt manga) heltal sadan
att

(i) —1<z; <2féorallai=1,2,...,n,

(ﬂ) Ty +To+ 23+ +x, =19,

(iil) of + a3+ 23 + -+ 22 = 99.
(1) Avgér maximum och minimum av

x§’+m§’+x§+-~+xi.
(2) Avgor antalet 2:or bland talen zy,z9,x3,...,2, om det dessutom
géller att
Pl pad o+ 2P =709

Losningsforslag.
(1) Vi definierar forst foljande (sjélvklart icke-negativa) storheter:

y_1 : antalet —1:or bland talen z4,...,x,,
yy : antalet 1:or bland talen z4,..., x,,
Yo : antalet 2:or bland talen x4, ..., z,.

Notera att vi inte behéver ta hansyn till antalet nollor eftersom de inte
paverkar virdet av 3 + z3 + x3 + - - + 23. Med ovan storheter kan vi
samla ihop lika termer och skriva om Ekvation (ii) till:

1y +1-y1+2- -y =109
Pa samma sétt kan vi skriva om Ekvation (iii) till
(=) y_y + 1%y, + 2%y = 99.
Losningsméngden till ekvationssystemet
—Y-1+ Y+ 2y =19
{ Y—1+y1 +4y2 =99
ges av
Y1 =40 — yo
Y1 =59 — 3y2
yo godtyckligt reellt tal.

Vi soker dock endast den delen av l6sningsméngden dar y_q,y;,ys ar
icke-negativa heltal. Det storsta talet som y, kan vara sa att bade y_;
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och y; fortfarande &r positiva ar y, = 19. Det minsta ar yo = 0. Alltsa
ar foljande den delen av 16sningsméngden vi soker:

y-1 =40 — y2

Y1 =959 — 3y

yo € {0,1,2,3,...,19}.
Med storheterna y_1, y1, y2 och losningsmangden ovan kan vi skriva om
o+ ad 4 ad+ 42 il

(—1)* gy + 17 +2° g =

—Y_1+y1 +8ys =
—(40 — yQ) + (59 — 3y2) + 8yo =

Fran uttrycket 19 4 6y, ar det enkelt att se att 19, da yo = 0,y; =
59,91 = 40, dr det minsta virdet som 3 + z3 + 23 + - - - + 23 kan anta
och att 133, da yo = 19,y; = 2,y = 21, &r det storsta viardet som
x} 4 23 + 23 + - + 23 kan anta.

(2) Om x3 + 23 + 25 + - - + 23 =79 vet vi fran deluppgift (1) att

19 4 6y = 79,
dér y, dr antalet 2:or bland talen zq,...,x,. Ovan ekvation l6ses av
yo = 10, sa antalet 2 :or bland talen z, ..., z, som uppfyller

(i) =1 <z; <2féorallai=1,2,...,n,
(i) vy + 2o+ 23+ + 2, =19,
(iil) o% + a3+ 23 + - + 22 =99,
(iv) 23 + a3+ a3+ 423 =79,
ar lika med 10.

Problem 2 (Summor av Kvadrater och Delbarhet).
Bevisa eller ge motexempel till foljande pastaenden.

(1) Lat n vara ett icke-negativt heltal. Om 2n dr en summa av tva
kvadrater, da 4r n en summa av tva kvadrater.

(2) Summan av alla heltal m s& att m? + 2m + 2 delar
m?3 + 4m? + 4m — 14 ér lika med —11.

Losningsforslag.
(1) Pastaendet &r Sant. Eftersom 2n &r en summa av tva kvadrater
sa finns det heltal tal =,y sadan att

2n:a:2—|—y2.
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Da vinsterledet dr jamnt dr 22 och 42 jimna eller udda samtidigt, vilket
medfor att x, y bade ar jamna eller udda samtidigt eftersom kvadrering
bevarar paritetﬂ. Vi delar upp i fall beroende pa pariteten av x och .
Fall 1 (z,y jamn): Lat &, vara heltal sa att x = 2k, y = 2. Vi har da
att 2n = 4k? + 41% som ger att n = 2k? + 2/2. Notera att

2k + 21 = (k+1)* + (k — 1)

Detta visar att n ar en summa av tva kvadrater.
Fall 2 (z,y udda): Lat k,[ vara heltal sa att * = 2k + 1, y = 2] + 1.
Vi har att

2n = (2k 4+ 1)% + (20 + 1)® = 4k? + 417 + 4k + 41 + 2.

Fran detta far vi att n = 2k? + 21? + 2k + 21 + 1. Efter provning finner
vi att

2k + 22 + 2k 4+ 20+ 1=

B4+ P+1+kl+1k+2k4+20—kl -1k +k +1*=

(K> + 12+ 142kl + 2k +21) + (k* — 2kl + 1) =
(k414 1)+ (k= 1)

vilket visar att n ar en summa av tva kvadrater.

(2) Pastaendet #r Sant. Vi betraktar forst m? + 2m + 2 och m3 +
4m? 4 4m — 14 som polynom och utfér polynomdivision. Resultatet av
denna ar att

m® 4+ 4m® +4m — 14 = (m* + 2m + 2)(m + 2) + (=2m — 18).

For att m? + 2m + 2 ska dela m? 4+ 4m? + 4m — 14 sa maste den ocksa
dela resten —2m — 18. Vi undersoker nér det géller. Betraktar vi nu
m? + 2m + 2 och —2m — 18 som heltal sa &r ett nodvindigt vilkor for
att (m? +2m+2) | (=2m —18) att | — 2m — 18| > |m? + 2m + 2| eller
att —2m — 18 = 0. Vi behandlar dessa var for sig.

Fall 1: Antag att —2m — 18 = 0. Da géller det att m = —9.

Fall 2: Antag att | — 2m — 18] > |m? + 2m + 2|. Eftersom |z| = | — z|
och m*+2m+2 = (m+1)>+1 >0 sa har vi att

|—2m—18| > |m?*+2m+2| <= [2m+18| > |(m~+1)?+1| = (m-+1)*+1.
Vi har att [2m + 18] > (m + 1)*> + 1 om och endast om
2m+18 > (m+1)*+1 eller 2m+18 < —(m +1)* — 1.

Den forsta olikheten uppfylls da |m| < 4 och den andra uppfylls aldrig
eftersom den kan skrivas om till (m + 2)* < —16, vilket inget reellt m

Thland kallas egenskapen att vara jimn eller udda for paritet.
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uppfyller. Testar vi heltalsvirden inom intervallet [—4,4] finner vi att
m € {—2,0,+1, 44} dr heltal som gor att (m?+2m +2) | (—2m — 18).
Summan av dessa och —9 &r

0+1-1+4-4-2-9=-11.

Problem 3 (Vanner och Gradféljder).
(1) Bland en grupp pa 5 personer, ér det mojligt for alla att vara vinner
med exakt 2 av personerna i gruppen? Vad sidgs om 3 av personerna i
gruppen?
(2) Lat G vara en graf med horn vy, ve, . .., v,. Vi definierar gradféljden
av G som foljden deg(vy),deg(vs),...,deg(v,) av graderna av hornen
i fallande ordning. For var och en av féljderna nedan, ge ett exempel
pa en graf med denna som gradfoljden eller visa att en graf med sadan
gradfoljd inte finns.

(a) 3,3,2,2,2,1.

(b) 6,6,6,4,4,3,3.

(c) 6,6,6,4,4,2, 2.

Losningsforslag.
(1) Det &r mojligt att alla &r vanner med exakt 2 personer i en grupp
bland 5 personer. Vi kan tolka situationen med hjilp av en graf dér
véanskap mellan tva personer modelleras som em kant mellan tva horn.
Ett exempel pa en graf med 5 hérn déar varje horn har exakt grad 2 &r
Cs.

Det &r dock inte mgjligt att alla dr vdnner med exakt 3 personer
i en grupp av 5. Vore det fallet sa skulle summan av graderna vara
3 -5 =15, men summan av graderna av alla horn ska vara jimn!

(2) (a) Foljden 3,3,2,2,2,1 kan inte vara en gradfoljd till en graf ef-
tersom summan av dessa ar udda.
(b) Betrakta foljande graf med 6,6, 6,4,4,3,3 som gradfoljd:




Figur 1: Visar graf med gradfoljd 6, 6,6,4,4,3,3
(c) Det finns ingen graf med gradfoljd 6, 6, 6,4, 4, 2, 2. Detta &r eftersom
att tre av hornen har grad 6, vilket medfor att varje horn ska ha grad
storre én eller lika med 3. Da denna f6ljd har 2:or, sa kan inte en graf

ha denna f6ljd som gradféljd.

Fel i 16sningsforlaget? Mejla mig pa ramim@math.su.se
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