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Problem 1 (Felaktigt Bevis?). Shamiur har bevisat att arean av en tri-
angel ar vdldefinierad, alltsa att den &r samma oavsétt vilket hojd-bas
par i en triangel du anvénder for att berdikna den. Ar beviset korrekt?
Om inte, hitta alla fel:

Vi vill visa att blhl = bzhg = bghg for baS-hO_]d par (b“ hl) dar i = 1, 2, 3,
av en godtycklig triangel. Division med tva pa vardera sida av likheten vi-
sar att arean av en triangel ar valdefinierad. Betrakta darfor en godtycklig
triangel AABC med bas-héjd par (b;, h;), dar i = 1,2,3. Se Figur 1 for
illustration pa hur den kan se ut. Den maste dock inte se ut pa det viset.
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Figur 1: Visar triangeln AABC samt andra inskrivna trianglar. Bas-hdjd par dr markerade.

Notera frén Figur 1 att ZABE = ZCBD och att ZAEB = /BDC =
90°. Per vinkelsumman av en triangeln maste /BAFE = ZBCD. Alltsa
har vi att AABE = ABCD, och da galler att

AE  hy by AB

CD h b BC’
fran vilket vi har att hoby = hib;. Lagg ocksd marke till i Figur 1 att
/BAF = /CAD och att ZADC = ZAFB = 90°. Annu en gang, per
vinkelsumman av en triangeln maste ZACD = ZABF. Vi har nu att
AABC ~ AABF, sa da galler att

AC b _hy BF
AB by hy CD’
fran vilket vi far att hlbg = hgbl. Darav har vi att hlbl = hgbg = hgbg. O

Losningsforslag. Beviset har felaktigheter. Nedan finns en korrigerad
version med felen Gverstrykna.
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Vi vill visa att b1hy = bohy = b3hs for bas-hdjd par (b;, h;) dari=1,2,3,
av en godtycklig triangel. Division med tva pa vardera sida av likheten
visar att arean av en triangel ar valdefinierad. Betrakta darfor en godtycklig
triangel AABC med bas-héjd par (b;, h;), dar i = 1,2,3. Se Figur 1 for
illustration pa hur den kan se ut. Den maste dock inte se ut pa det viset.
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Figur 1: Visar triangeln AABC samt andra inskrivna trianglar. Bas-hdjd par dr markerade.

Notera frén Figur 1 att ZABE = ZCBD och att ZAEB = /BDC =
90°. Per vinkelsumman av en triangeln maste /BAFE = ZBCD. Allts3
har vi att AABELF=ABEPD AABE ~ ABCD, och da galler att

AE  hy b/by  AB

CD hi b b BC
fran vilket vi har att hoby = hib;. Lagg ocksa méirkg_ till i Figur 1 att
/ZBAF = ZCAD och att ZADC = ZAFB = 90°. Annu en gang, per
vinkelsumman av en triangeln maste ZACD = ZABF. Vi har nu att

AABC~AABE AACD ~ AABF, sa da galler att
A AB by hy BF

BAC b I CD’
fran vilket vi far att Arbs—=Hhzbr h1b; = hsbs. Darav har vi att hib =
hoby = hsbs. O

Problem 2 (Stabila Polynom). Vénnerna Adolf och Edward soker
villkor for att ett andragradspolynom med reella koefficienter ska ha
rotter 1 det vanstra halvplanet (méngden av komplexa tal med realdel
mindre dn 0). Polynom med denna egenskap kallas for (Hurwitz-)stabila
polynom av andra graden. De upptécker nagot intressant i deras test-
berdkningar:

e Polynomet p;(z) = 2% + 22 + 1 har positiva koefficienter, dess
rotter, r1 = xo = —1, tillhor det véanstra halvplanet.
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e Polynomet py(z) = 322+ 4z + 19 har positiva koefficienter, dess
rotter, x = —% + @, tillhor det vanstra halvplanet.

e Polynomet ps(x) = 0.012% + 100z + 0.1 har positiva koefficien-
ter, dess rotter, 1 ~ —10000, x5 ~ —0.001, tillhor det vénstra
halvplanet.

(1) Adolf formodar att ett polynom p(x) = az? + bx + ¢ &r stabilt om
dess koefficienter a, b, ¢ &r positiva reella tal. Bevisa pastaendet eller ge
ett motexempel.

(2) Edward pastar nu att varje stabilt andragradspolynom ¢(z) har
positiva reella koefficienter. Bevisa pastaendet eller ge ett motexempel.

Losningsforslag.
(1) Rotterna till polynomet p(x) = ax? + bx + ¢, dér a,b,c > 0, ges av

. —b+Vb? — 4dac

2a

Vi delar upp det i fall beroende pa om diskriminanten A = b* — 4ac &r
positiv, negativ eller noll.
Fall 1 (A > 0): Vi har att losningen

 —b— Vb? — 4dac

= < 0.
o 2a

Eftersom att b = vb2 > /b2 — 4ac sa géller det éiven att
b+ v —dac  b— Vb —dac

2a 2a

< 0.

T2

Darav ar p(x) stabil.
Fall 2 (A = 0): Vi har att det endast finns en 16sning,

b

L2 = 9y
som &r negativ eftersom att a,b > 0. Sa p(x) ar stabil i detta fall.
Fall 3 (A < 0): Vi har nu att rétterna till p(z) &r komplexa med realdel
—b/(2a), som dr negativt. Déarav ar p(zx) stabilt.
I varje fall har vi funnit att a,b,c¢ > 0 medfor att p(z) &r stabilt. Sa
Adolf har rétt.
(2) Edward har fel. Polynomet

qgz) = -2 -2 —1=—(x+1)?

har rétterna x, = zo = —1, vilket séger att den &r stabil, men &nda sa
dess koefficienter ar negativa.



Problem 3 (Plogbilar & Brevbérare). Grafen hér nedan modellerar
ett villaomrade dér hornen representerar husen i omradet och kanterna
representerar gatorna.

Figur 2: Visar villaomrade representerad som graf med 9 hérn fran A till I och 10
kanter. Horn representerar hus och kanter representerar gator.

(1) Ar det mojligt for en plogbil att ploga gatorna i omradet utan att
behova ploga samma gata mer &n en gang? Motivera ditt svar.

(2) En ny vdg byggs mellan husen B och C. Kan da plogbilen ploga
gatorna i omradet utan att behova ploga samma gata mer &n en gang?
Motivera ditt svar.

(3) Ar det mojligt for en brevbérare att bira ut brev till samtliga hus
i villaomradet utan att passera samma hus mer &n en gang? Motivera
ditt svar.

Losningsforslag.

(1) Att plogbilen kan ploga gatorna i omradet utan att behova ploga
samma gata mer én en gang ar “ekvivalent” med att det finns en Eu-
lerstig i graf modellen av omradet given i Figur 2. Da varje horn har
jamn grad forutom A och G, har grad 3, sa far vi via Eulers sats (sats
15.4(b), s.419) att det finns en Eulerstig. Dérav kan plogbilen ploga
gatorna i omradet utan att behéva ploga samma gata mer &n en gang.
(2) Nu nér det finns en gata mellan B och C' sa har fler &n 2 horn
udda grad. Dérav séger Fulers sats (sats 15.4(b), s.419) att det inte
kan finnas en Eulerstig i den &ndrade grafen. Alltsa kan inte plogbilen
ploga gatorna i omradet utan att behtva ploga samma gata mer dn en
gang.

(3) Att en brevbérare kan béra ut brev till samtliga hus i villaomradet
utan att passera samma hus mer 4n en gang ar “ekvivalent” med att
vi kan hitta en Hamiltonstig i grafen i Figur 2. En sadan stig ar

C-G-F-E-B—-A-D-I1—-H.



