Losningsforslag for Seminarietréff 4 MM1008
Datum: 07-07-2026

Problem 1. Finns det en graf med sju hérn som alla har grad tre? I
sa fall, ge ett exempel pa en sadan. Om inte, férklara varfor.

Losningsférslag. Per Handskakningslemmat (sats 15.1, 8.409) ska sum-
man av graderna vara jaimn. Om var och en av de 7 hornen har grad 3

sa dr summan 7-3 = 21, vilket inte &r jamnt. Dérav kan det inte finnas

nagon sadan graf.

Problem 2. Cameron och Robin har hyrt en ldgenhet tillsammans.
De anordnar en middagsbjudning dit 10 andra vénner dr bjudna. I
gruppen pa 12 personer kdnner var och en minst 6 andra personer.

(1) Bevisa att de kan placeras runt ett runt bord pa ett sadant sétt
att alla kdnner de tva personer som sitter bredvid dem.

(2) Isista minuten anldnder ytterligare en person, som ocksa kénner
minst 6 av de nérvarande personerna. Kan du nu garantera att
de fortfarande kan sitta vid bordet enligt samma villkor?

Losningsforslag. Vi kan modellera middagsbjudningen med hjilp av
en graf. Varje person dr ett horn och att tva personer kidnner varandra
representerar vi med att det finns en kant mellan de.

(1) Att kunna placera ut personerna i ett runt bord (krets) sa att
varje person kidnner sina grannar (har kant mellan grannar, sa
sammanhéngande) dr samma sak som att kunna hitta en krets
i grafen dér varje horn besoks exakt en gang, da vi inte kan
placera ut samma person i tva platser. Vi behover alltsa visa att
grafen &r Hamiltonsk. Da vi har att varje person kédnner minst
6 andra, alltsa att deg(v) > 6 siger korollarium 15.2 (s.422) att
det finns en Hamiltonkrets. Dérav kan vi placera personernan
enligt instruktion.

(2) Nej, hade vi n = 13 personer sa skulle sats 15... garantera
existens av en Hamiltonkrets om graden pa varje horn var >
13/2 = 6.5, alltsa storre én eller lika med 7. Ett motexempel
till detta &r om vi delar upp personerna i tva lika stora grupper
(6 pers) dar varje person kinner varandra, och sedan later den

13:e personen alla personer. Denna graf saknar Hamiltonkrets.
Se nedan for bild.



Bild 1: Visar graf med 13 horn, alla med grad storre &n 6, som saknar Hamiltonkrets.

Problem 3. Betrakta foljande graf.

Bild 1: Visar graf med 6 noder/hérn och 12 kanter.

Avgor huruvida
(1) grafen ar bipartit,
(2) grafen ar Eulersk,
(3) grafen ar Hamiltonsk,

och motivera varfor.

Losningsforslag.

(1) Grafen ovan har en udda krets, en krets med udda antal kanter,
(triangel med horn 1,2, 3), och per sats 15.7 (s.424), som séger
att en graf G &ar bipartit omm den saknar udda krets, sa &ar
grafen ovan inte bipartit.



(2) Eulers sats (sats 15.4(a), s.419) séger att varje ssmmanhéngande
graf G &r Eulersk om och endast om varje horn i G har jamn
grad. Grafen ovan dr sammanhéngande, och rédknar vi graden
pa varje horn finner vi att den &r lika med 4, som &r jamnt.

(3) Grafen d&r Hamiltonsk eftersom den innehaller Hamiltonkretsen
given av hornen 1 —2 —6 -3 —4 —5 — 1 (i given ordning).



