Seminarium 26-06-2026

Problem 1

Problemformulering
Anna ber sin kompis Hedda att ténka pa ett heltal. Anna stéller sedan foljande
tio fragor till Hedda om hennes tal:

e Ar det delbart med 17
Ar det delbart med 27

Ar det delbart med 9?7

Ar det delbart med 10?

Hedda svarar ”ja” pa alla dessa fragor forutom en, dir Hedda svarar att talet
som hon ténker pa och talet i Annas fraga ar relativt prima. Vilken av alla dessa
fragor var det Hedda besvarade pa detta sitt? Vilket tal skulle Hedda kunna
tédnka pa, till exempel?

Léosningsforslag
Hedda maste svara ”ja” pa fragan om talet &#r delbart med 2, eftersom annars
kan talet inte heller vara delbart med de andra jiamna talen och dédrmed skulle
Hedda behdva svara "nej” pa fler én en fraga. Av samma anledning maste Hedda
svara ”ja” pa fragan om talet #r delbart med 3, i detta fall eftersom hon annars
ocksa maste svara "nej” till om talet &r delbart med 6 eller 9. Hedda kan inte
heller svara "nej” till om talet &r delbart med 4 eller 5, eftersom talet da heller
inte ar delbart med 8, respektive 10.

Sammanfattningsvis vet vi nu att talet som Hedda ténker pa dr delbart med
2, 3, 4 och 5. Eftersom 2, 3, och 5 dr primtal &r talet &ven delbart med samtliga
produkter av dessa primtal. Mer specifikt &r talet delbart med 2 -3 = 6 och
2 -5 = 10. Talet ar sjalvklart dven delbart med 1. Vi vet att talet &r delbart
med 2 och 3 och eftersom 8 = 23 och 9 = 32 s& dr talet som Hedda ténker pa
inte relativt primt till varken 8 eller 9. Dédrmed aterstar enbart alternativet att
Hedda svarar att talet som hon ténker pa och 7 &r relativt prima. Hedda skulle
exempelvis kunna tinka pa talet 360 = 23 - 32 - 5.



Problem 2

Problemformulering
Antag att du har tva hinkar. Den ena hinken rymmer 5 liter och den andra
hinken rymmer 7 liter. Du far enbart gora féljande med hinkarna

e Fylla en tom hink med vatten

e Flytta allt vatten fran ena hinken till andra hinken, men sluta om andra
hinken &r fylld

e Tomma en full hink pa allt vatten

Malet &r att en av hinkarna ska innehalla exakt 1 liter vatten. Gar detta att
gora och 1 sa fall hur? Om den forsta hinken rymmer a liter och den andra
hinken rymmer b liter, kan du hitta nagot villkor pa a och b som gor att detta
ar mojligt?

Lésningsforslag
Eftersom 5 och 7 &r relativt prima sidger Bézouts identitet att det finns tva
heltal, x och y, sadana att

5 + Ty = 1.

Om vi later x = 3 och y = —2 sa uppfylls likheten eftersom
5347 (=2) = 1.

Det betyder att om vi totalt fyller 5-liters hinken 3 ganger och successivt hiller
over vatten i 7-liters hinken, vilken vi totalt tommer 2 ganger, sa kommer vi ha
kvar 1 liter i 5-liters hinken. For att illustrera hur vi flyttar vattnet anvénder
vi det ordnade paret (s,t), dir s dr méngden vatten i 5-liters hinken och ¢ &r
méngden vatten i 7-liters hinken. Vi far da foljande sekvens av drag

(0,0) = (5,0) — (0,5) = (5,5) — (3,7).
Nu témmer vi 7-liters hinken och fortséitter enligt foljande

(3,0) — (0,3) — (5,3) — (1,7) — (1,0),
och vi har ddrmed 1 liter kvar i 5-liters hinken.

I det generella fallet da den forsta hinken rymmer a liter och den andra hinken
rymmer b liter géller att om a och b ar relativt prima kan vi anvinda Bézouts
identitet. Till f6ljd av denna kan vi fa en av hinkarna att innehalla exakt 1 liter.



Problem 3

Problemformulering
Om p < ¢ &r tva pa varandra foljande udda primtal, visa att p + ¢ har minst
tre primtalsfaktorer (inte nédvindigtvis olika).

Léosningsforslag
Eftersom bade p och ¢ &r udda primtal, d.v.s. primtal skilda fran 2, sa &r p+ ¢
ett jamnt tal. Det betyder i sin tur att 2|p+ ¢, sa (p+ q)/2 &r ett heltal. Notera
att

p< ptq <q.

2

Enligt vart antagande &r p och ¢ tva pa varandra foljande primtal och enligt
olikheten ovan dr (p+ ¢)/2 ett heltal mellan dessa tal. Déarfor kan inte (p + ¢)/2
vara ett primtal, d.v.s. det dr ett sammansatt tal, som ddrmed har minst tva
primtalsfaktorer. Dessa tva primtalsfaktorer ar dven faktorer i p + ¢. Eftersom
2|p+ g, sa utgdr dven 2 en primtalsfaktor i p+ ¢. Sammanfattningsvis har vi nu
visat att p + ¢ har minst tre primtalsfaktorer.



