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Problem 1. Delbarhet
Syftet med denna uppgift ar att visa att till varje primtal p finns det ett positivt heltal n sadant att
talet

a, =3"—=5"4+15" -1

ar delbart med p.

1. Visa att resultatet géller for p = 2.
Lésning: For p = 2 har vi att 3™ =5 1™, 5™ =5 1™ och 15™ =, 1™ vilket ger 3™ — 5" + 15" + 1 =5
1—-141-—1=0; alltsa ar a,, delbart med 2 for alla n.

2. Visa att resultatet géller for p = 3.
Ledtrad 1: Testa for olika n- du borde fa ett rimligt n héalften av tiden. Varfor?
Lésning: For p = 3 har vi att 3™ =3= 0 och 15™ =3 0 eftersom 3 delar dessa. For jamn n, d.v.s n = 2k
for nagot heltal k har vi att 5 = 10* =3 1 och déirmed har vi a, =3= —1 — 1 =3 1; inte delbar med 3.
Om n ar udda da har vi 5 = 521 = 5.10% =5 2 och alltsa a,, = —2 — 1 =5 0. Darmed &r a,, delbart
med 3 for alla udda n, sdg n = 1.

3. Visa att resulatet géller for p = 5.
Ledtrad 2: Anvéand Fermats lilla sats.
Lésning: For p = 5 har vi att 5™ =3 0 och 15" =5 0 da 5 delar dessa. Vi noterar att sgd(3,5)=1 och
Fermats lilla sats ger att 35~ =5 1. Viljer vin =4 far viay =51 —-0+0— 1 =5 0.

4. Visa att resulatet géller for p > 0.
Ledtrad 3: Notera att p > 5 inte delar 3, 5 eller 15.
Lésning: Fermats lilla sats ger att 37~! =, 5771 =, 15/~ = 1. Detta ger ap—1 =p—1 1—-14+1-1=,_;
0. Valj alltsa n =p — 1.

Problem 2. Eulers ¢-funktion
Visa att att om a och n ar relativt prima géller det

ab = ab mod ¢(n)

mod n.
Ledtrad 1: Vi har att b = k¢(n) + r for heltal k och 0 < r < ¢(n).
Lésning: Vihar att a® = a*¢()+7 = a®™" g7 oc vi tillimpar Eulersats for att fa a®(™) =,, 1 och dirmed

Problem 3. Kinesiska Restsatsen
Foljande uppgift handlar om hur man kan anvénda de olika verktyg i kaptilet for att hitta sista siffrorna till
stora tal. Hitta de sista tva siffror i talet a = 10321032,



Lésning: Losningen blir lite lingre da jag vill inkludera ett exempel pa hur man rdknar med kinesiska
restsatsen. Vi loser foljande problem

Problem 4. Kinesiska Restsatsen.
Vilket &r det minsta n > 5000 sadant att 2|n, 3|(n + 1), 5|(n + 2), 7|(n + 3) och 11|(n +4)?

Lésning:
Steg 1 Vi soker 16sning till det ekvivalent systemet
e n =50
e n =3 —1 eller n =3 2;
e n =5 —2eller n =5 3;
e n =7 —3eller n =7 4;
e n=y; —4ellern=7.

Steg 2
Notera 2, 3, 5, 7 och 11 ar relativt prima. Lat M = 2-3-5-7-11 = 2310. Lat m; = & = 1155, my = & = 770,

mg = 4 =462, my = ¥ =330, ms = M = 210.

Steg 3 Sok 16sning till

o 1155y; =2 1;
o 770ys =3 1;
o 462y3 =5 1;
o 330ys =7 1;

o 210ys =11 1.

Forsta ger att 1154y, + y1 =2 1 men detta &r ekvivalent med y; =2 1 eller y; = 1. Andra olikheten ger
2y, =3 1 och alltsa yo = 2. Tredje olikheten ger 460ys + 2y3 =5 1 och alltsa 2y3 =5 1 vilket ger y3 = 3.
Fjarde olikheten ger y4 =7 1 och alltsa y4 = 1. Sista olikheten ger y; = 1.

Steg 4 Vi har enligt Kinesiska restsatsen z =5y 0-1155-1+2-770-14+3-462-3+4-330-1+4+7-210-1(=
10028) =), 788 Darmed &ar den generalla 16sningen pa formen 788 + 2310k for heltal k. Later vi k = 2 far vi
den Onskade 16sningen till = 5408.

Vi atergaer till att 16sa det forsta problemet Vi expanderar a i basen 10, d.v.s. vi skriver a =
201004+ 27 - 101 + 29102 4+ 23103+ - - +a,, - 10™. Vi noterar att zo och z; &r per definition de efterfragade
talen i fragan. Vi har da att ¢ mod 100 = z¢ + z; - 10,

Lat oss berdkna ¢ mod 4 och @ mod 25 och notera att detta ger oss a mod 100. Det &r visserligen sa att
om a =4 71 och a =95 72 da garantera kinesiska retsatsen att detta system har en unik 16sning mod 100.
Vi har att 10321932 =, 0 och 10321032 =55 71032 Vi noterar att SGD(7,25) = 1 och dérmed kan Eulerssats
(Sats 16.7). Vi har att ¢(25) = 25(1 — £) = 20. Vi noterar senare att 1032 = 20 - 51 + 12. vilket ger

.5 6
71032 _ 720 u1712 =" 712 = 72 = 46 = 163 = 1.

Vi har total féljande ekvationsystem

a=40 (1)
a =95 1 (2)



Vi l6ser detta system som vi gjorde med problem fyra ovan M = 100, m; = 25 och my = 4
25y1 =4 1;
dys =25 1.

Forsta ekvationen ger y; = 1 och andra ger y» = 19 (multiplacera bada led med 19 och notera att 76 =55 1)
och 16sningen &r a =p;—100= 1 -4 - 19 = 76. De sista tva siffrorna &r alltsa 76.



