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Problem 1. Fermattal

1. Visa att inget Fermattal Fe,, ar ett kvadrattal.
Losning: Vi har Feg = 3. For n > 0 visar vi att varje Fermattal ligger mellan tva pavarandra féljande
kvadrattal och kan darmed inte vara ett kvadrattal sjalv, t.ex. 4 < Fe; =5 < 90och9 < Fey = 17 < 25.
For detta andamal noterar vi

n— 2 n— n— 2
(22 1) :22n<22n+1:F6n<22n+222 1+12:(22 1+1>

2. Bestam alla Fermattal Fe,, som kan framstéllas som en summa av tva primtal.
Losning: Anta att n #r ett heltal sadan att 22" +1 = p + ¢ for primtal p och ¢. Det giller att
22" = p + ¢ — 1 men notera att vinsterledet &r jimnt och dirmed maste higerledet ocksé vara det.
Alla primtal stérre dn 2 dr udda och det foljer att p+ ¢ — 1 &r udda om p, g > 2. Om sdg p = 2 far man
g=22"—1=(22"" —1)(22""" 4+ 1) men detta medfor att antingen 22" — 1 =1eller 22" +1=1
och forsta alternativet ger ¢ = 3 medan andra &r omdjlig. Det enda Fermattalet som kan framstéllas
som en summa av tva primtal dr ddrmed 3+ 2 =5 = Fe;.

Problem 2. Eulers ¢-funktion

1. Visa att ¢(n?) = no(n).
Losning: Vi har att

o) =n? [ (1—;):712 11 (1—;):nq§(n)

pln?, n,
p primtal p primtal

dir vi andra steget har anvint att p|n? om och endast om p|n? enligt Aritmetikens fundamentalsats,
se Sats 6.5.

2. Lat p vara ett primtal. Bestim Y ,_, ¢(p").
Losning: Enligt Aritmetikens fundamentalsats giller det att talen med en gemensam faktor till p* &r
p,2p,3p, -+ ,p" " p- notera att det finns k£ — 1 sadana element. Det foljer att ¢(p*) = p* — pF=1 =
p*~H(p —1) och

Do) =1+(p-D> P =1+ -DA+p+p*+-+p" ) =p".
k=0 k=1
Extra: Problem 3. Primtalsfaktorisering
En gemensam multipel till tva heltal ar ett tal som &r en multipel av vart och ett av talen, t.ex. 4r 24 en
multipel till 6 och 8. For hur manga virden pa k dr 12'2 den minsta gemensamma multipel till 6%, 8% och



k?

Losning: Vi faktoriserar och far 1212 = 224 .312, 66 = 26 .36 och 8% = 224, Notera di att detta medfor
k = 2F13k2 for att k Ar en faktor till 1212, Fran faktoriseringen foljer det att ko = 12 d& vi vi énskar at 1212
ar den minsta multipeln. Sist, noterar vi att oavsett hur vi véljer k1, sa linge den &r mindre &n 24 kommer
2'2 vara en multipel av k. Vi har alltsa 25 olika val pa ki och dirmed ocksa k.



