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Problem 1.
Visa att för varje tal n ≥ 0 är talet n5 − 5n3 + 4n delbart med 120.
Ledtr̊ad: Notera att 5! = 5 ·4 ·3 ·2 ·1 = 120. Faktorisera talet och argumentera likt lösningen p̊a sista uppgiften
i förra seminariet.

Lösningsförslag: Vi börjar med att faktorisera n och f̊a

n(n4 − 5n2 + 4). (1)

Vi l̊ater m = n2 och ser att n4 − 5n2 +4 = m2 − 5m+4. För uttrycket i m kan man direkt hitta faktorerna
med av kvadratkomplettering.

m2 − 5m+ 4 =

(
m− 5

2

)2

+ 4− 25

4
=

(
m− 5

2

)2

− 9

4

och rötterna blir 1 och 4. Totalt har man

n4 − 5n2 + 4 = m2 − 5m+ 4 = (m− 1)(m− 4) = (n2 − 1)(n2 − 4) = (n− 1)(n+ 1)(n− 2)(n+ 2).

Därmed gäller det
n5 − 5n3 + 4n = (n− 2)(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2).

Detta är en produkt av en fem p̊avarandra följande tal. Produkten är delbar med 5 d̊a en av termerna är
delbar med 5. Den är delbar med 4 d̊a tv̊a av faktorerna är jämna tal. Den är delbar med 3 d̊a minst en av
fem p̊avarandra följande tal är delbar med 3 (använd divisonssatsen, sats 6.1 i boken, för att övertyga dig
själv om att detta gäller).

Problem 2.
Visa att varje tal i följden an = 22

n

+ 1, där n ≥ 0, är relativt primt med med de övriga talen i följden.
Ledtr̊ad: Visa följande resultat: a0a1 · · · an−1 = an−2. Använd annars resultatet direkt för att dra slutsatsen
att om ett tal dividerar b̊ade an och am är talet 1.

Lösningsförslag: Vi visar att följande gäller

a0 · a1 · · · an−1 = an−2

med induktion p̊a n. För n = 1 har vi a1 − 2 = 22
1

+ 1− 2 = 5− 2 = 3 = a0. Antag att resultatet gäller för
n = k. Vi har d̊a

a0a1 · · · ak−1 = ak − 2 ⇐⇒

a0a1 · · · ak−1ak = (ak − 2)ak = (22
k

+ 1− 2)(22
k

+ 1) = (22
k

− 1)(22
k

+ 1) = 22
k+1

− 1 = ak+1 − 2,

vilket visar resultatet.
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Antag att n > m, vi har d̊a att an = a0a1 · · · am−1 · am · am+1 · · · an−1 + 2. Om d = SGD(an, am) m̊aste d|2
men d ̸= 2 eftersom an är udda. Detta ger att d = 1.

Problem 3.
Bestäm alla positiva tal a och b s̊adana att ab2 + b+ 7 delar a2b+ a+ b.
Ledtr̊ad: Kolla olika fall: när 7a− b2 = 0, 7a− b2 < 0 eller 7a− b > 0.

Lösningsförslag: Betrakta uttrycken ab2+b+7 och a2b+a+b som polynom i variabeln a. Polynomdivision
ger

a2b+ a+ b

ab2 + b+ 7
=

a

b
− 7a/b− b

ab2 + b+ 7
⇐⇒ b(a2b+ a+ b) = a(ab2 + b+ 7)− (7a− b2).

Om ab2 + b+ 7 delar a2b+ a+ b m̊aste den allts̊a dela 7a− b2. Vi kollar p̊a olika fall.

• Fall 1 7a − b2 = 0: Detta ger att 7 delar b och därmed b = 7k för ett positiv heltal k vilket
omedelbart ger a = 7k2. Vi kollar att paren (a, b) = (7k2, 7k) medför att ab2 + b+ 7 delar a2b+ a+ b:
ab2 + b+ 7 = 73k4 + 7k + 7 = 7(72k4 + k + 1) och a2b+ a+ b = 73k5 + 7k2 + 7k = 7k(72k4 + k + 1)
vilket ger delbarhet.

• Fall 2 7a− b2 < 0: Med antagandet att ab2 + b+ 7 delar 7a− b2 f̊ar man

ab2 + b+ 7 ≤ |7a− b2|.

Antar vi dessutom att 7a− b2 < 0 f̊ar vi

ab2 + b+ 7 ≤ |7a− b2| ≤ b2 − 7a

men notera att detta är omöjligt eftersom b2 − 7a < b2 < ab2 + b+ 7.

• Fall 3 7a− b2 > 0: Delbarhet ger i detta fall att ab2 + b+ 7 < 7a− b2. Om b ≥ 3 gäller det

ab2 + b+ 7 ≥ 9a+ 2 + 7 ≥ 9a > 7a > 7a− b2

vilket är omöjligt om ab2 + b+ 7 ska dela 7a− b2.
Om b = 1 d̊a har vi fr̊an antagandet att ab2+b+7 delar 7a−b2 m̊aste d̊a a+8 dela 7a−1 = 7(a+8)−57
s̊a a + 8 ska dela 57. I och med att 57 är endast delbart med 3, 19 och 57 har vi att a = 49 eller 11.
Man kan d̊a kolla att paren (a, b) = (11, 1) och (a, b) = (49, 1) ger delbarhet.
Om b = 2 har vi fr̊an antagandet att ab2 + b+ 7 delar 7a− b2 att 4a+ 9 delar 7a− 4 men notera att
detta ger att 4a+ 9 ≤ 7a− 4 < 8a+ 18 = 2(4a+ 9) och allts̊a m̊aste 4a+ 9 = 7a− 4 för att delbarhet
ska gälla. Detta ger dock a = 13

3 vilket är omöjligt.
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