Utmanande matematik seminarium 2025-11-19

November 2025

Problem 1.
Var och en av de 61 regioner som en planar graf G delar planet i begrédnsas av minst 5 kanter. Visa att
grafen G har minst 94 horn.

Losning:

Vi noterar att grafen ar enkel i och med att 6glor och multipla kanter ger regioner som begréansas av farre
antal kanter d&n 5. En icke-sammanhéngande och enkel planir graf med samma antal kanter och regioner
som en sammanhéngande graf kommer att ha fler horn- det foljer fran att farre kanter kommer att kopplas
till samma horn och darmed har vi fler horn. Vi antar dérfor att grafen G 4r sammanhéngande.

Vi har 61 regioner. Lat oss numrerar dessa med Si,--- ,Sg1. Vi promenerar runt dessa och later deg(S;),
graden av regionen S;, vara antalet kanter som begransar S;. Detta ger

61
Z deg(S;) = 2k,
i=1

dér k ar antalet kanter i grafen. Vi har enligt antagande att deg(S;) > 5 for alla ¢ = 1,---,61. Detta
ger

61
2k = deg(S;) >5-61 <= 2k >5-61.
i=1
Eulers formel ger att n — k + r = 2 och darmed foljer det
5-61
2:n—k+r§n—?+61 <= n >93.5

vilket medfor att minsta antalet horn ar 94.

Problem 2.

Varje kant i K15 malas i en av tva farger. Visa att det finns fyra horn sadana att alla kanter mellan dessa
fyra horn ar malade med samma farg.

Bonus (lagg inte ned fér mycket tid pa denna uppgift): Ar 18 det minsta méjliga talet for vilket
pastaendet géller? Om man t.ex. betraktar K7, kan man férga denna graf pa sadant satt att det inte finns
fyra horn med samma farg?

Lésning:

Anta att vi har en bla och réd fargning pa kanterna. Valj ett godtyckligt hérn vg i Kig och betrakta
grannarna till vg som &r kopplade med en réd eller bla kant; vi betecknar grannarna kopplade med en réd
kant med G, och grannanrna kopplade med en bla kant med G,. Vi har att antalet grannar till vy ar, per
definition av Kig, d.vs. |G|+ |B,| = 18. Vi har da att antingen |G| > 9 eller |G| > 9.

Anta att |G| > 9. Det foljer fran resulatet pa sida 421,

I ett sallskap om nio personer alltid finns fyra som alla dr bekanta med varandra, eller tre som inte kinner
varandra,



att bland hornen i G, finns det 4 som &ar kopplade till varandara via réda kanter eller 3 som &ar kopplade via
blaa kanter; OCH vice versa: 4 horn ar kopplade med blaa kanter eller 3 ar kopplade med réda kanter. Om
det finns 4 horn som &r kopplade till varandra via roda eller blaa kanter sa ar vi fardiga. Om vi har att det
finns 3 hérn som ar kopplade till varandra med réda sa ar vi ocksa fardiga i och med attt vi kan koppla de 3
hornen till vy och i och med att alla dessa tre horn ligger i G, sa bildar dem tillsammans med vy en delgraf
med samma firg (rod) mellan alla horn.

Lésning pa bonus uppgiften:

Det géller att 18 dr det minsta mojliga talet for vilket vilken tva fargning pa kanterna hos K5 kommer att ha
fyra horn sadana att alla kanter &r malade med samma farg. For Ki7 ar det mojligt att farga kanterna med
tva farger utan att han fyra horn dér alla kanter &r malade med samma farg. Exempel finns pa sida 3 nedan,
1. Exemplet dr tagen fran https://www.diva-portal.org/smash/get/diva2:822381/FULLTEXTO1 . pdf,
sida 28.

Problem 3.
En matroid M &r ett ordnat par (E,Z) av en dndlig méngd F och en familj Z av delméngder av E som
uppfyller foljande egenskaper:

(I1) peZ
(I12) om I € Z och I' C I, da géller I’ € T och
(I3) om Iy, Iy € T och |I;| < |I2], sa finns det ett element e i I \ I; sadant att I; U {e} € Z.

Om M &r en matroid (F,Z), da kallas elementen i E for matroidens element och medlemmarna av Z for
oberoende mdangder.

Inklusionsmaéssigt maximala oberoende méangder kallas baser; detta innebéar att I € Z ar en bas om I C J
medfor att J ¢ T.

Lat By och By vara tva baser for en matroid M. Visa att By och Bs har samma storlek, d.v.s. har samma
antal element.

Losning:
Anta att |By| < |Bz|, Bz har fler element &n By. Det foljer fran (I3) att det finns e € By \ By sadant att
B; U{e} dr en oberoende mingd men detta &r inte mojligt da By C By U {e} och B; &r en bas.


https://www.diva-portal.org/smash/get/diva2:822381/FULLTEXT01.pdf
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Figure 1: En bla/rod fargning pa Ki7 utan fyra hérn som ar kopplade med samma farg.



