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Problem 1.

• L̊at a och b vara positiva reella tal. Visa att

a2

b
+

b2

a
≥ a+ b.

Lösning: Vi antar a ≤ b- detta är möjligt d̊a olikheten är symmetrisk med avseende p̊a a och b. Detta
ger att a2 ≤ b2 och 1

b ≤ 1
a . Omordningsolikheten ger att

b2

a
+

a2

b
≥ b2

b
+

a2

a
= a+ b.

• Vilket är det minsta värdet för
sin3(x)

cos(x)
+

cos3(x)

sin(x)

i intervallet 0 < x < π
2 .

Lösning: I intervallet (0, π
2 ) har vi att cos(x) är minskande. Man ser detta genom att betrakta

enhetscirkeln p̊a första kvadranten. Vi ser ocks̊a att funktionen sin(x) är ökande p̊a samma intervall.
Funktionerna skär varandra vid när x = π

4 ; notera cos(π4 ) = sin(π4 ) =
1√
2
≈ 0.70711. Se figuren nedan.

Figure 1: sin(x) och cos(x) p̊a intervallet (0, π/2).

Vi delar upp intervallet i tv̊a delar och visar att resultatet gäller för respektive del.
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– P̊a intervallet (0, π/4) har vi att cos(x) > sin(x) vilket ger att cos3(x) > sin3(x) och 1
sin(x) >

1
cos(x) .

Omordningsolikheten tillämpad p̊a sista tv̊a olikheterna ger

cos3(x)

sin(x)
+

sin3(x)

cos(x)
≥ cos3(x)

cos(x)
+

sin3(x)

sin(x)
= sin2(x) + cos2(x) = 1.

– P̊a intervallet (π/4, π/2) har vi att cos(x) < sin(x) och liknande resonemang till fallet ovan ger
att

cos3(x)

sin(x)
+

sin3(x)

cos(x)
≥ 1.

Totalt har vi allts̊a att
cos3(x)

sin(x)
+

sin3(x)

cos(x)
≥ 1

p̊a intervallet (0, π/2).

Problem 2.

• L̊at a och b vara reella tal. Visa att

ab ≤ a2

2
+

b2

2
.

Lösning: Notera att 0 ≤ (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2 och formeln följer omedelbart.

• L̊at a, b och ϵ > 0 vara positiva reella tal. Visa att

ab ≤ ϵa2 +
b2

4ϵ
.

Lösning: Skriv

ab = ((2ϵ)1/2a)

(
b

(2ϵ)1/2

)
och använd formeln fr̊an första delen.

Problem 3. AM-GM-Olikheten
Genom att uprepa samma steg som i fallet med n = 3 (se exemple 13.6), bevisa AM-GM-olikheten för n
icke-negativa tal.

Lösning: L̊at a1, · · · , an vara icke-negativa reella tal och anta att a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an. Fr̊an den generaliserade
omordningsolikheten har vi

a1 a2 · · · an
a1 a2 · · · an
...

... · · ·
...

a1 a2 · · · an

 = an1 + an2 + · · ·+ ann ≥


a1 a2 · · · an
a2 a3 · · · a1
...

... · · ·
...

an a1 · · · an−1

 = n · a1a2a3 · · · an. (1)

Vi l̊ater ai = x
1/n
i för i = 1, · · · , n. Ekvation (1) ger d̊a

a21+a2n+· · ·+ann ≥ x1+· · ·+xn = n·a1a2a3 · · · an = nx
1/n
1 x

1/n
2 · · ·x1/n

n ⇐⇒ x1 + · · ·+ xn

n
≥ (x1 · · ·xn)

1/n.
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