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Problem 1. Perfekta Tal

1. Visa att ett positivt heltal n är perfekt om och endast om summan av alla delare till n som är mindre
än n är lika med n.
Lösning: Ett heltal är perfekt om och endast om σ(n) = 2 men det är ekivavlent med

σ(n) = 2n =
∑

1≤a≤n:a|n

a =

 ∑
1≤a<n:a|n

a

+ n

vilket visar resultatet.

2. Bestäm alla primtal p och q för vilka talet pq är defekt.
Ledtr̊ad 1: Använd Sats 16.2.
Lösning: Talet pq är defekt om och endast om σ(pq) < 2pq och Lemma 16.1 ger följande

σ(pq) = σ(p)σ(q).

Notera dock att för ett primtal p gäller det σ(p) = 1 + p. Detta ger

σ(pq) = σ(p)σ(q) = (1 + p)(1 + q) = 1 + p+ q + pq

men detta är mindre än 2pq om och endast om 1 + p + q < pq eller 2 < (p − 1)(q − 1). Notera att
produkten (p− 1)(q − 1) ökar i storlek för större p och q. Notera dessutom att olikheten inte uppfylls
om p = 2 och q = 2 (eller q = 3) för d̊a produkten blir (p− 1)(q− 1) = 1 (eller 3) däremot är olikheten
uppfyllt för alla andra p och q. Därmed har vi visat att produkten pq är defekt för alla primtal p, q
förutom p, q ∈ {2, 3}.

Problem 2. Fermattal

1. Visa att inget Fermattal Fen är ett kvadrattal.
Lösning: Vi ha Fe0 = 3. För n > 0 visar vi att varje Fermattal ligger mellan tv̊a p̊avarandra följande
kvadrattal och kan därmed inte vara ett kvadrattal själv, t.ex. 4 < Fe1 = 5 < 9 och 9 < Fe2 = 17 < 25.
För detta ändam̊al noterar vi(

22
n−1

)2

= 22n < 22n + 1 = Fen < 22n + 2 · 22
n−1

+ 12 =
(
22

n−1

+ 1
)2

.

2. Bestäm alla Fermattal Fen som kan framställas som en summa av tv̊a primtal, vardera större än 2.
Lösning: Anta att n är ett heltal s̊adan att 22

n

+ 1 = p + q för primtal p och q. Det gäller att
22

n

= p + q − 1 men notera att vänsterledet är jämnt och därmed m̊aste högerledet ocks̊a vara det.
Alla primtal större än 2 är udda och det följer att p + q − 1 är udda om p, q > 2. Därmed finns det
inga Fermattal som uppfuller kravet.
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Problem 3. Eulers ϕ-funktion

1. Visa att ϕ(n2) = nϕ(n).
Lösning: Vi har att

ϕ(n2) = n2
∏
p|n2,

p primtal

(
1− 1

p

)
= n2

∏
p|n,

p primtal

(
1− 1

p

)
= nϕ(n)

där vi andra steget har använt att p|n2 om och endast om p|n2 enligt Aritmetikens fundamentalsats,
se Sats 6.5.

2. L̊at p vara ett primtal. Bestäm
∑n

k=0 ϕ(p
k).

Lösning: Enligt Aritmetikens fundamentalsats gäller det att talen med en gemensam faktor till pk är
p, 2p, 3p, · · · , pk−1p- notera att det finns k − 1 s̊adana element. Det följer att ϕ(pk) = pk − pk−1 =
pk−1(p− 1) och

n∑
k=0

ϕ(pk) = 1 + (p− 1)

n∑
k=1

pk−1 = 1 + (p− 1)(1 + p+ p2 + · · ·+ pn−1) = pn.

Problem 4. Kinesiska Restsatsen.
Vilket är det minsta n ≥ 5000 s̊adant att 2|n, 3|(n+ 1), 5|(n+ 2), 7|(n+ 3) och 11|(n+ 4)?

Lösning:

Steg 1 Vi söker lösning till det ekvivalent systemet

• n ≡2 0;

• n ≡3 −1 eller n ≡3 2;

• n ≡5 −2 eller n ≡5 3;

• n ≡7 −3 eller n ≡7 4;

• n ≡11 −4 eller n ≡11 7.

Steg 2
Notera 2, 3, 5, 7 och 11 ar relativt prima. L̊at M = 2·3·5·7·11 = 2310. L̊at m1 = M

2 = 1155, m2 = M
3 = 770,

m3 = M
5 = 462, m4 = M

7 = 330, m5 = M
11 = 210.

Steg 3 Sök lösning till

• 1155y1 ≡2 1;

• 770y2 ≡3 1;

• 462y3 ≡5 1;

• 330y4 ≡7 1;

• 210y5 ≡11 1.

Första ger att 1154y1 + y1 ≡2 1 men detta är ekvivalent med y1 ≡2 1 eller y1 = 1. Andra olikheten ger
2y2 ≡3 1 och allts̊a y2 = 2. Tredje olikheten ger 460y3 + 2y3 ≡5 1 och allts̊a 2y3 ≡5 1 vilket ger y3 = 3.
Fjärde olikheten ger y4 ≡7 1 och allts̊a y4 = 1. Sista olikheten ger y1 = 1.
Steg 4 Vi har enligt Kinesiska restsatsen x ≡M 0 · 1155 · 1 + 2 · 770 · 1 + 3 · 462 · 3 + 4 · 330 · 1 + 7 · 210 · 1(=
10028) ≡M 788 Därmed är den generalla lösningen p̊a formen 788+ 2310k för heltal k. L̊ater vi k = 2 f̊ar vi
den önskade lösningen till x = 5408.
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