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Problem 1. Perfekta Tal

1. Visa att ett positivt heltal n ar perfekt om och endast om summan av alla delare till n som &r mindre
adn n ar lika med n.
Losning: Ett heltal dr perfekt om och endast om o(n) = 2 men det &r ekivavlent med

o(n)=2n= Z a= Z al+n

1<a<n:a|n 1<a<n:aln

vilket visar resultatet.

2. Bestam alla primtal p och ¢ for vilka talet pg ar defekt.
Ledtrad 1: Anvind Sats 16.2.
Losning: Talet pg dr defekt om och endast om o(pg) < 2pq och Lemma 16.1 ger foljande

a(pq) = a(p)o(q).

Notera dock att for ett primtal p géller det o(p) = 1 + p. Detta ger

o(pg) =o(p)o(q) = (1+p)(1+q)=14+p+q+pg

men detta dr mindre &n 2pg om och endast om 1+ p + g < pqg eller 2 < (p — 1)(¢ — 1). Notera att
produkten (p — 1)(g — 1) okar i storlek {or storre p och ¢. Notera dessutom att olikheten inte uppfylls
om p =2 och ¢ =2 (eller ¢ = 3) for da produkten blir (p —1)(¢—1) =1 (eller 3) daremot &r olikheten
uppfyllt for alla andra p och q. Darmed har vi visat att produkten pq ar defekt for alla primtal p, ¢
forutom p, q € {2,3}.

Problem 2. Fermattal

1. Visa att inget Fermattal Fe,, ar ett kvadrattal.
Loésning: Vi ha Feg = 3. Fér n > 0 visar vi att varje Fermattal ligger mellan tva pavarandra foljande
kvadrattal och kan darmed inte vara ett kvadrattal sjilv, t.ex. 4 < Fe; =5 < 9och9 < Fes, = 17 < 25.
For detta d&ndamal noterar vi

n-1\2 n—1 n— 2
(22 ) 92 92 ] P <92 4992 +12:(22 1+1)

2. Bestam alla Fermattal Fe, som kan framstéllas som en summa av tva primtal, vardera storre an 2.
Losning: Anta att n &r ett heltal sidan att 22" +1 = p 4 ¢ for primtal p och ¢. Det giller att
22" = p+ ¢ — 1 men notera att vinsterledet &r jimnt och dirmed maste higerledet ocksé vara det.
Alla primtal storre &n 2 ar udda och det foljer att p + ¢ — 1 &r udda om p,q > 2. Dérmed finns det
inga Fermattal som uppfuller kravet.



Problem 3. Eulers ¢-funktion

1. Visa att ¢(n?) = no(n).
Losning: Vi har att

s [ (D)o [ ()

pln?, !
p primtal p primtal

dér vi andra steget har anvint att p|n? om och endast om p|n? enligt Aritmetikens fundamentalsats,
se Sats 6.5.

2. Lt p vara ett primtal. Bestim >, _, ¢(p¥).

Losning: Enligt Aritmetikens fundamentalsats giller det att talen med en gemensam faktor till p* &r

p,2p,3p,--- ,p"1p- notera att det finns k — 1 sadana element. Det foljer att ¢(p¥) = p* — pF~! =

p*~'(p—1) och

n n
Do) =1+-DY P =1+ @-D)A+p+p 4+ +p" ) =p".
k=0 k=1

Problem 4. Kinesiska Restsatsen.
Vilket &r det minsta n > 5000 sadant att 2|n, 3|(n + 1), 5|(n + 2), 7|(n 4+ 3) och 11|(n + 4)?

Losning:
Steg 1 Vi soker 16sning till det ekvivalent systemet
o n =5 0;
e n =3 —1 eller n =3 2;
e n =5 —2eller n =5 3;
e n=; —3eller n =7 4;
e n=y; —4ellern= 7.

Steg 2

Notera 2, 3, 5, 7 och 11 ar relativt prima. Lat M = 2-3-5-7-11 = 2310. Lat m; = & = 1155, my = & = 770,
mz =4 =462, my = & =330, ms = ¥ = 210.

Steg 3 Sok 16sning till

e 1155y; =2 1;
e 770y =3 1;
o 462y3 =5 1;
o 330ys =7 1;
e 210ys =11 1.

Forsta ger att 1154y; + y1 =2 1 men detta ar ekvivalent med y; =2 1 eller y; = 1. Andra olikheten ger
2ys =3 1 och alltsa yo = 2. Tredje olikheten ger 460ys + 2ys =5 1 och alltsa 2y3 =5 1 vilket ger y3 = 3.
Fjérde olikheten ger y4 =7 1 och alltsa y4 = 1. Sista olikheten ger y; = 1.

Steg 4 Vi har enligt Kinesiska restsatsen © =5y 0-1155-1+2-770-1+4+3-462-3+4-330-1+7-210-1(=
10028) =), 788 Déarmed ar den generalla 16sningen pa formen 788 + 2310k for heltal k. Later vi k = 2 far vi
den onskade 16sningen till x = 5408.



