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Problem 1. Geometrisk olikhet
Visa att för en godtycklig triangel ABC med sidorna a, b, c och area S, gäller följande olikhet:

2ab+ 2bc+ 2ca− (a2 + b2 + c2) ≥ 4
√
3S.

Ledtr̊ad: Använd följande Ravi-transformation a = y + z, b = z + x, c = x+ y och Sats 3.5 för en triangels
area.
Lösning:
Den givna transformationen ger

2ab+ 2bc+ 2ca− (a2 + b2 + c2) = (1)

2(y + z)(z + x) + 2(z + x)(x+ y) + 2(x+ y)(y + z)−
(
(y + z)2 + (y + x)2 + (x+ y)2

)
= (2)

4(yx+ zx+ zy). (3)
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(x+ y + z)xyz.

Den efterfr̊agade olikheten är ekvivalent med följande efter transformationen

4(yx+ zx+ zy) ≥ 4
√
3
√

(x+ y + z)xyz

vilket är ekvivalent med
(xy + yz + zx)2 − 3(x+ y + z)xyz ≥ 0

men notera att

(xy + yz + zx)2 − 3(x+ y + z)xyz =
(xy − yz)2 + (yz − zx)2 + (zx− xy)2

2
≥ 0.

Problem 2. Grafteori
Antag att en graf G har 12 hörn och 17 kanter, och att minsta graden hos ett hörn är 2 och högsta är 4.
Antag vidare att grafen har en Eulerstig och är Hamiltonsk.
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1. Hur m̊anga hörn av grad 3 har G?
Ledtr̊ad 2: L̊at a, b, c vara antalet hörn med grad 2, 3 och 4 respektive. Skriv ned tv̊a ekvationer som
uttrycker ett samband mellan dessa.
Ledtr̊ad 3: Grafen är Hamiltonsk och därmed är den sammanhängande, Sats 15.4 kan tillämpas. Vilken
slutsats kan man dra om b- antalet hörn med grad 3?

2. Hur m̊anga hörn av grad 2 har G?

3. Konstruera en s̊adan graf.

Lösning:

1. Hur m̊anga hörn av grad 3 har G?

2. Hur m̊anga hörn av grad 2 har G?

Lösning: Vi följer Ledtr̊ad 2 och noterar att

a+ b+ c = 12.

Handskagningslemma (Sats 15.1) ger

2a+ 3b+ 4c = 2 · 17 = 34

Sats 15.4 (b) ger att b = 0 eller b = 2.

• Om b = 0 s̊a är a = 7 och c = 5.

• Om b = 2 s̊a är a = 6 och c = 4.

3. Konstruera en s̊adan graf.
Lösning: Se bifogade bilden.

Problem 3. Talteori
Visa att 23 är en delare till alla heltal n154 − 1 s̊adana att 23 och n är relativt prima.
Ledtr̊ad 1: Använd Fermats Lilla Sats- Sats 16.6!
Lösning:
Fermats lilla sats i kursboken ger att

ap−1 ≡p 1

för primtal p och heltal a s̊adan att SGD(a, p) = 1 Fermats sats ger d̊a att

n22 ≡23 1

för varje heltal n. och därmed
(n22)7 = n154 ≡p 17.

Notera att delbarhet inte p̊averkas av mod operationen p̊a grund av formeln

xn − yn = (x− y)(xn−1 + xn−2y + xn−3 + · · ·+ yn−1)

som gäller för reella tal x, y och positiv heltal n.
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