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Problem 1. Talteori

Visa att n2 + n — 1 &r inte delbart med 3 for nagot heltal n.
Ledtrad: Notera att n = 3k + r for nagot heltal k och 0 < r < 2.
Losning: Skriv n = 3k 4+ r, ddr r € {0,1,2}. Berédkna:

n4n—1=9k+6kr +r>+3k+r—1=303k*+2kr +k)+r>+r—1.

och notera att delbarhet giller om och endast om 72 + 7 — 1 #r delbar med 3. Fér r = 0: 02 +0—1 = —1;
forr=11+1-1=1;forr=2:44+2-1=5.

Problem 2. Geometrisk olikhet

Lat a, b, ¢ vara sidlangderna i en triangel. Visa olikheten

a+b+c<
b+c c+a a+b
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9

Ledtrad: Anvéind Ravi-transformation a =y + 2, b=z+ 2z, c =z +y med z,y,2z > 0.

Losning: Med Ravi far vi
y+z . Yy+tz

r+y+r+z 2w4y+z
och motsvarande for de andra termerna- man far totalt

Y+ z Z+T r—+vy
2x4+y+2z 2y+z+z 224+y+z

< 2. (1)

Det géller att

y+z 1 2z

2x4+y+=z2 _2x—|—y—|—z
och olikheten i 1 blir

32 A —— <2
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Det racker darmed att visa att
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Cauchy-Schwarz-olikheten (Sats 13.3) i kursboken ger
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Antar man vidare att a;,b; > 0 for alla¢ = 1,--- ,n och definerar a} = N och b} =

v/b; sa far man
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i=1 = i=1 "

i=1 i=1"

Vi noterar att

T Y z z? y?
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Olikheten 2 ger
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+ .
22z 4+ y+x)

+ + >
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22+ + 22+ (ey + 22 +y2) + (zy + 22 +y2)
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1 Yy + 2 +yz

vilket ar det onskade resultatet.

Problem 3. Grafteori

Visa att varje enkel graf dir varje horn har grad minst 2 innehaller en cykel.
Ledtrad: Folj en maximal enkel vag.

2+2(z2+y2+22+xy+:rz+zy)

>3 (5)

Losning: Lat x1,x2,x3,...,x, vara en vag med maximal lingd i G, d.v.s en vag med hogst antal kanter
bland de mdgjliga vag i G. Det galler da att alla grannar till z; &r medlemmar i den vagen annars kan végen
forlangas vilket motséger dess maximalitet. Lat ¢ < k vara minimal sadan att x; och xy &r grannar; d.v.s
lat x; vara det forsta elementet i vigen som &r granne till z. Det géller da att vigen som bérjar vid x;,
fortsdtter med x;41 och hela végen till zj och sen tillbaka till z; dr en cykel. Notera att vi kunde ha bildat

en cykel med vilket element som helst i vigen som ar granne till xj.

Problem 4. Olikheter

Del 1:
Om a, b, ¢ ar positiva reella tal med ab + bc + ca = 1, visa att

a L b n c
Va2 +1 VB2 +1 Ve +1
Ledtrdd 1: Notera (a® + 1) = a® + ab+ bc + ca = (a + b)(a + ¢).
Ledtrad 2: Anviand AM-GM olikheten- Sats 13.2!
Losning:
Del 1:
Ledtrad 1 ger
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och darmed géller det att vanstra sidan av olikheten i uppgiften blir
L (T Y (L R (R .
2 a+b a-+c b+c b+a ct+a c+b 2
Del 2:

Lat a, b, ¢ vara positiva tal sadana att a + b + ¢ = abe. Visa att

1 N 1 N 1.3
Vi+ta?2 V1+02 1+ 2

Ledtrad 3: Lat a =+, b=

x

< =

och ¢ = % Detta ger xy 4+ yz + zx = 1. Hur ser olikheten efter?

Losning:
Den givna substitionen ger yz + xy + zz = 1 och olikheten under denna substitution blir

z 3
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x y
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men notera att det ar inget annat &n olikheten som vi har visat i férsta delen av uppgiften.




