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Problem 1. Talteori

Visa att n2 + n− 1 är inte delbart med 3 för n̊agot heltal n.
Ledtr̊ad: Notera att n = 3k + r för n̊agot heltal k och 0 ≤ r ≤ 2.
Lösning: Skriv n = 3k + r, där r ∈ {0, 1, 2}. Beräkna:

n2 + n− 1 = 9k2 + 6kr + r2 + 3k + r − 1 = 3(3k2 + 2kr + k) + r2 + r − 1.

och notera att delbarhet gäller om och endast om r2 + r − 1 är delbar med 3. För r = 0: 02 + 0− 1 = −1;
för r = 1: 1 + 1− 1 = 1; för r = 2: 4 + 2− 1 = 5.

Problem 2. Geometrisk olikhet

L̊at a, b, c vara sidlängderna i en triangel. Visa olikheten

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
< 2,

Ledtr̊ad: Använd Ravi-transformation a = y + z, b = z + x, c = x+ y med x, y, z > 0.
Lösning: Med Ravi f̊ar vi

y + z

x+ y + x+ z
=

y + z

2x+ y + z

och motsvarande för de andra termerna- man f̊ar totalt

y + z

2x+ y + z
+

z + x

2y + x+ z
+

x+ y

2z + y + x
< 2. (1)

Det gäller att
y + z

2x+ y + z
= 1− 2x

2x+ y + z

och olikheten i 1 blir

3− 2

(
x

2x+ y + z
+

y

2y + x+ z
+

z

2z + y + x

)
< 2.

Det räcker därmed att visa att

x

2x+ y + z
+

y

2y + x+ z
+

z

2z + y + x
>

1

2
.

Cauchy-Schwarz-olikheten (Sats 13.3) i kursboken ger(
n∑

i=1

aibi

)2

≤
n∑

i=1

a2i ·
n∑

i=1

b2i .
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Antar man vidare att ai, bi > 0 for alla i = 1, · · · , n och definerar a′i =
ai√
bi

och b′i =
√
bi s̊a f̊ar man(

n∑
i=1

a′ib
′
i

)2

=

(
n∑

i=1

ai

)2

≤
n∑

i=1

a2i
bi

·
n∑

i=1

b2i ⇐⇒
(
∑n

i=1 ai)
2∑n

i=1 b
2
i

≤
n∑

i=1

a2i
bi
. (2)

Vi noterar att

x

2x+ y + z
+

y

2y + x+ z
+

z

2z + y + x
=

x2

x(2x+ y + z)
+

y2

y(2y + x+ z)
+

z2

z(2z + y + x)
.

Olikheten 2 ger

x2

x(2x+ y + z)
+

y2

y(2y + x+ z)
+

z2

z(2z + y + x)
≥ (x+ y + z)2

x(2x+ y + z) + y(2y + x+ z) + z(2z + y + z)
(3)

x2 + y2 + z2 + (xy + xz + yz) + (xy + xz + yz)

2(x2 + y2 + z2 + xy + xz + zy)
=

(4)

1

2
+

xy + xz + yz

2(x2 + y2 + z2 + xy + xz + zy)
>

1

2
(5)

vilket är det önskade resultatet.

Problem 3. Grafteori

Visa att varje enkel graf där varje hörn har grad minst 2 inneh̊aller en cykel.
Ledtr̊ad: Följ en maximal enkel väg.
Lösning: L̊at x1, x2, x3, . . . , xk vara en väg med maximal längd i G, d.v.s en väg med högst antal kanter
bland de möjliga väg i G. Det gäller d̊a att alla grannar till xk är medlemmar i den vägen annars kan vägen
förlängas vilket motsäger dess maximalitet. L̊at i < k vara minimal s̊adan att xi och xk är grannar; d.v.s
l̊at xi vara det första elementet i vägen som är granne till xk. Det gäller d̊a att vägen som börjar vid xi,
fortsätter med xi+1 och hela vägen till xk och sen tillbaka till xi är en cykel. Notera att vi kunde ha bildat
en cykel med vilket element som helst i vägen som är granne till xk.

Problem 4. Olikheter

Del 1:
Om a, b, c är positiva reella tal med ab+ bc+ ca = 1, visa att

a√
a2 + 1

+
b√

b2 + 1
+

c√
c2 + 1

≤ 3

2
.

Ledtr̊ad 1: Notera (a2 + 1) = a2 + ab+ bc+ ca = (a+ b)(a+ c).
Ledtr̊ad 2: Använd AM-GM olikheten- Sats 13.2!
Lösning:
Del 1:
Ledtr̊ad 1 ger

a√
(a+ b)(a+ c)

+
b√

(b+ c)(b+ a)
+

c√
(c+ a)(c+ b)

≤ 3

2
.

AM-GM olikheten ger √
1

(a+ b)(a+ c)
≤ 1

2

(
1

a+ b
+

1

a+ c

)
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och därmed gäller det att vänstra sidan av olikheten i uppgiften blir

1

2

((
a

a+ b
+

a

a+ c

)
+

(
b

b+ c
+

b

b+ a

)
+

(
c

c+ a
+

c

c+ b

))
=

3

2
.

Del 2:
L̊at a, b, c vara positiva tal s̊adana att a+ b+ c = abc. Visa att

1√
1 + a2

+
1√

1 + b2
+

1√
1 + c2

≤ 3

2

Ledtr̊ad 3: L̊at a = 1
x , b =

1
y och c = 1

z . Detta ger xy + yz + zx = 1. Hur ser olikheten efter?

Lösning:
Den givna substitionen ger yz + xy + xz = 1 och olikheten under denna substitution blir

x√
x2 + 1

+
y√

y2 + 1
+

z√
z2 + 1

≤ 3

2

men notera att det är inget annat än olikheten som vi har visat i första delen av uppgiften.
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